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Ajouter deux
nombres exprimes
en base deux

Pour faire une addition, [ordinateur fait comme on
[ui a appris sur les bancs de [ école.

Dans ce chapitre, nous détaillons I'algorithme de 'addition
en base deux, ce qui est surtout un prétexte pour comprendre
comment démontrer qu'un algorithme est correct.

Lalgorithme est le méme que celui que nous utilisons
couramment lorsque nous effectuons une addition ordinaire,
c’est-a-dire en base dix. Nous démontrons ensuite

que l'algorithme que nous avons programmé calcule bien

la somme de deux nombres. Pour cela, nous utilisons la notion
importante d’invariant de boucle qui est une propriété vraie

a chaque tour de boucle. Nous montrons un telle propriété
par récurrence sur le numéro du tour de boucle.

—

1

Ada Lovelace (1815-1852) est
I'auteur du premier algorithme des-
tiné a étre exécuté par une machine.
Cet algorithme, qui permettait de
calculer une suite de nombres de Ber-
nouilli, devait étre exécuté sur la
machine analytigue concue par
Charles Babbage. Malheureusement,
Babbage n’a jamais réussi a terminer
sa machine. Ada Lovelace est parfois
considérée comme le premier pro-
grammeur de l'histoire. Le langage
de programmation Ada est ainsi
nommeé en son honneur.
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Quatrieme partie — Algorithmes

Nous revenons dans ce chapitre sur 'un des premiers algorithmes que
nous ayons appris a 'école, celui qui permet d’ajouter deux nombres
entiers, pour nous poser deux questions: comment adapter cet algo-
rithme aux nombres exprimés en base deux ? Et pourquoi cet algorithme
calcule-t-il bien la somme des deux nombres ?

I’addition

Commencons par rappeler cet algorithme sur un exemple. On veut
ajouter les nombres 728 et 456.

1010
728
456

1184

On commence par ajouter les chiffres des unités, 8 et 6. La table de
l'addition indique que la somme de ces deux chiffres est 14 ; on pose le
chiffre des unités, 4, et on retient le chiffre des dizaines, 1. On ajoute
ensuite les chiffres des dizaines et cette retenue, 2, 5 et 1. La table de
l'addition indique que la somme de ces trois chiffres est 8 ; on pose le
chiffre des unités, 8, et on retient le chiffre des dizaines, 0. On ajoute
ensuite les chiffres des centaines et cette retenue, 7, 4 et 0. La table de
'addition indique que la somme de ces trois chiffres est 11 ; on pose le
chiffre des unités, 1, et on retient le chiffre des dizaines, 1. Finalement,
on pose cette retenue dans la colonne des milliers.

Une irrégularité de cette méthode est que, lors de la premiére itération,
on ajoute deux chiffres, alors qu'en régime permanent, on en ajoute trois.
On peut corriger cela en commengant par poser la retenue égale 2 0. La
premiére itération se formule alors de la maniére suivante : on com-
mence par ajouter les chiffres des unités et la retenue, 8, 6 et 0, etc.
Ainsi, cet algorithme nutilise qu'une seule table, qui indique la somme
de chacun des triplets (a;4;¢c) ou a, & etc sont des chiffres compris
entre 0 et 9, table qu’en général on connait par coeur.
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’addition pour les nombres
exprimés en base deux

Voyons maintenant comment on ajoute des nombres exprimés en base
deux, par exemple 101 et 111, c’est-a-dire 5 et 7.

1110
101
111

1100

On commence, comme en base dix, par ajouter les chiffres des unités et
la retenue, 1, 1 et 0. La table de I'addition indique que la somme de ces
deux chiffres est 10 ; on pose le chiffre des unités, 0, et on retient le
chiffre des deuzaines, 1. On ajoute ensuite les chiffres des deuzaines et
cette retenue, 0, 1 et 1. La table de I'addition indique que la somme de
ces trois chiffres est 10 ; on pose le chiffre des unités, 0, et on retient le
chiffre des deuzaines, 1. On ajoute ensuite les chiffres des quatraines et
cette retenue, 1, 1 et 1. La table de I'addition indique que la somme de
ces trois chiffres est 11 ; on pose le chiffre des unités, 1, et on retient le
chiffre des deuzaines, 1. Finalement, on pose cette retenue dans la
colonne des huitaines. Le résultat est donc 1100, c’est-a-dire 12.

Cette méthode utilise une table qui indique la somme de chacun des tri-
plets (a; 4; ¢) ot a, b et c sont des chiffres compris entre 0 et 1. Cette
table ne contient donc que huit lignes :

a b c atb+c
0000
001 1
010 1
011 10
1700 1
170 110
111010
11111

18 — Ajouter deux nombres exprimés en base deux
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Quatrieme partie — Algorithmes

En fait, cette méthode se formule mieux en utilisant deux tables. La pre-
miére indique le chiffre des unités de a + & + ¢ -

a b c Unitésdea+b+c
0/0 00
00 11
01 01
0o/1 10
1700 1
1010
1100
11111

La seconde indique le chiffre des deuzaines de a + & + ¢ -

a b c Deuzainesdea+b+c
0/0 /00
0/0 /10
0100
o1 11
17000
11011
11101
111111

Il s’agit 1a des tables de deux fonctions booléennes a trois arguments.
Comme toutes les fonctions booléennes, elles peuvent s’exprimer avec
les fonctions non, ef et ou (voir le chapitre 10). Une maniére, parmi
d’autres, de les exprimer est la suivante :

unités(a, b, c)
= (a et non(b) et non(c)) ou (non(a) et b et non(c))
ou (non(a) et non(b) et ¢) ou (a et b et c)

deuzaines(a,b,c) = (a et b) ou (b et ¢) ou (a et ©)

Pour se convaincre de la correction de ces expressions, il suffit de vérifier
qu'elles donnent bien les chiffres des unités et des deuzaines de a + &+ ¢
dans chacun des huit cas des tables précédentes. Par exemple, dans le cas
a=0,b=1¢etc=1,'expression a et non(b) et non(c) prend la valeur 0, les
expressions non(a) et b et non(c), non(a) et non(d) etc et aetbetc pren-
nent elles aussi la valeur 0 et donc Uexpression (a ef non() et non(c)) ou
(non(a) et b et non(c)) ou (non(a) et non(b) etc) ou (aetbetc) prend la

—&—
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valeur 0 également, ce qui est bien le chiffre des unités de a + &+ c. De
méme, les expressions a et b, b et ¢ et a ef ¢ prennent respectivement les
valeurs 0, 1 et O et donc U'expression (a e£ &) ou (& et ) ou (a et ¢) prend la
valeur 1, ce qui est bien le chiffre des deuzaines de a + 4 + c.

On peut, par exemple, programmer cette méthode pour ajouter deux
nombres de dix chiffres binaires. Le résultat sera donc un nombre de
onze chiffres. On choisit de représenter les nombres 4 ajouter x et y par
deux tableaux de booléens de dix cases n et p, et le résultat par un tableau
de booléens r de 11 cases. On choisit le booléen true pour le chiffre 1 et
le booléen false pour le chiffre 0. La case O d’'un tableau contient le
chiffre des unités du nombre représenté, la case 1 le chiffre des deu-
zaines... et la case 9, le chiffre des cing-cent-douzaines. Le résultat r qui
a un chiffre de plus a aussi une case 10 pour les mille-vingt-quatraines.

La retenue c est d’abord initialisée 2 0 (€)). Puis on calcule les chiffres du
résultat P'un apreés 'autre par une boucle dont I'indice i varie de 0 a 9. A
chaque étape, on définit le chiffre a comme le i-é¢me chiffre du
nombre n (@) et b comme le i-&me chiffre du nombre p (@), puis on
affecte la case i du tableau r (@) avec le chiffre des unités de a + b + c.
Enfin, on affecte la retenue c avec le chiffre des deuzaines de
a +b +c(@). Et une fois la boucle terminée, on affecte la case 10 du
tableau r avec la derniére des retenues (@).

c = false; @
for (i =0; 1i<=9;1i=1+1) {
a=nl[il;@®
b =plil;O
rfil] = (@ & 'b && !'c) || (!a & b && !c) || (la && !b && c)
|| (@ && b && C);()
(@& b) || (b&& ) || (a&& ;10
= C;G

Exercice 18.1

On utilise ce programme pour ajouter les nombres x= 1011001101 et
y=1101101011. Exécuter l'instruction c = false; linitialisation de la
variable i et le tour 0 de la boucle revient a exécuter la séquence d'affecta-
tions suivante :

c = false;

i=0;

a = n[0];

b = p[0];

rf0] = (2 & !'b & !c) || (!la & b & !c) || (la & !'b && ©)
|| (a & b && ©);

c=((@&b) || (b&& c) || (a & c);

i=1+ 1

Si on exécute cette séquence dans I'état @), la premiére affectation
c = false; donne I'état @.

—&—
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Dessiner les états successifs produits par I'exécution de chacune de ces affecta-
tions. Quel est I'état final produit par I'exécution du tour 0 de la boucle ?

Montrer que dans cet état :
(r[0] x 29 + ¢ x 2L = (n[0] x 29 + (p[0] x 2°)

exécuter le tour 1 de la boucle revient a exécuter la séquence d'affectations

suivante :

a = n[l];

b = p[1];

rfl] = (a & 'b && !'c) || ('a & b && !c) || ('a && !b && )
|| (@ & b && c);

c=(@&&Db) || (b&& o) || (a & O);

i=1 4+ 1;

Quel est I'état produit par I'exécution de ce tour de boucle ?
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Montrer que dans cet état :

(r[0] x 2% + r[1] x 21 + ¢ x 22 = (n[0] x 20 + n[1] x 21 + (p[0] x 20 + p[1] x 2D)

La démonstration de
correction du programme

Quand on congoit un tel programme, une question se pose
naturellement : comment sait-on qu'il calcule la somme des deux nom-
bres entiers ?

Une premiére maniére de s'assurer quun programme fait bien ce quon
attend de lui est de le tester (voir le chapitre 1). Il faut essayer différentes
valeurs pour les nombres x et y et vérifier que le programme affiche bien la
valeur x + y dans tous les cas. On estime, en général, que le coit du test
d’un programme est du méme ordre de grandeur que celui de son dévelop-
pement. Cependant, le test présente deux limites importantes : la premiére
est que 'on ne peut pas tester le programme sur toutes les valeurs d’entrée
possibles, qui sont souvent trés nombreuses, voire en nombre infini. La
seconde est que pour tester un programme, il faut savoir ce que 'on attend
de lui. Or, ce nest pas le cas quand on écrit, par exemple, un programme
qui calcule la millieme décimale du nombre 7, ou la position de la Lune
dans mille ans, car la raison pour laquelle on écrit un tel programme est
précisément que l'on ignore la millieéme décimale du nombre 7 ou la posi-
tion de la Lune dans mille ans. De ce fait, comment le tester ?

ne autre maniére de s’assurer qu’un programme fait bien ce qu’on
U t de ¢ qu'un prog fait b qu’
attend de lui est de le démontrer. Par exemple, on peut démontrer que le
programme précédent calcule bien la somme des nombres x et y. Plus
précisément, on veut démontrer que si, au moment ol l'on exécute ce
programme, les tableaux n et p contiennent la représentation binaire de
eux entiers de dix chiffres, c’est-a-dire si :
d tiers de dix chiffres,

x=n[01x20+n[1] x 21 + ...+ n[8] x 28 + n[9] x 27
et:

y=pl0] x 204 pr11 x 21+ .+ pr8] x 28+ pro] x 27

18 — Ajouter deux nombres exprimés en base deux
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Quatrieme partie — Algorithmes

alors a la fin de I'exécution de ce programme, le tableau r contient un
nombre de onze chiffres qui est la représentation binaire de x + y, C’est-

# Invariant N
a-dire que :

Un invariant d'une boucle est une propriété qui

Grifie 3 Scuti _ 0 1 9 10
est vérifiée a chaque exécution du corps de cette x+y=r[0] x 2+ r[1]1 x 27+ ...+ r[9] x 27 + r[10] x 27",
boucle. En général, pour la derniére exécution,
cette propriété traduit le fait que la boucle réalise
bien la tache souhaitée. On montre qu'une pro-
priété est un invariant d'une boucle par un raison-

Le programme qui ajoute deux nombres exprimés en binaire est formé
d’une boucle, dans laquelle on calcule d’abord le chiffre des unités, puis

nement par récurrence : les chiffres des deuzaines, des quatraines, etc. du résultat. Aprés avoir
© on montre que la propriété est vérifiée 4 la pre- achevé les tours 0..., i - 1 et au moment de commencer le tour i, on a

miere execution d_UICO'PS de la boucle,f donc calculé la somme des deux nombres formés des i - 1 premiers
® on montre que si l'invariant est vérifié a une . . . L

 montre que . chiffres, en partant de la droite, des nombres x et y. C’est I'invariant que

exécution donnée du corps de la boucle, il est ) ) N - . o

ancore vérifié 3 I'exécution suivante. l'on va montrer par récurrence. A la fin de la boucle, l'invariant indiquera
L'invariant est alors vérifié  la fin de boucle, qui que l'algorithme a effectué 'addition souhaitée.

fournit donc le résultat attendu.

Par exemple, si au cours de laddition de x=1011001101 et
y=1101101011 (@) on s’arréte aprés avoir effectué les tours 0 et 1 de la
boucle et avant de commencer le tour 2, on a déja calculé la somme des
nombres 01 et 11, c’est-a-dire 1 et 3 @. Le résultat de cette addition
n'est pas exactement le nombre représenté par les deux chiffres déja
posés 00, car il faut tenir compte de la retenue. La propriété exacte est
que si on pose la retenue dans la colonne i, ce qui donne dans cet
exemple le nombre 100 c’est-a-dire 4, on obtient la somme des deux
nombres formés des i - 1 premiers chiffres des nombres x et y.

(1) (2]
1111001111 111
1011001101 1011001101
1101101011 1101101011
11000111000 M

Autrement dit, au moment de commencer le tour i de la boucle, 'état
vérifie la propriété :

(rr01 x 20+ .+ r[i-1] x 21 4 e x 21 .
=01 x2%+ . 4+ n[i-11 x 27D 4 (pro1 x 20+ .+ pri-1] x 2170)

On démontre maintenant cette propriété.

Ala premiére exécution, i = 0, la somme (r[0] x 204 4+ rri-1] x 27 ne
contient aucun terme ; elle vaut donc 0. Il en est de méme pour les sommes
(01 x 20+ ... +n[i-11x271) et (pro] x2%+ ...+ pri-11 x 270,
Comme par ailleurs, la retenue c vaut 0, les deux membres de I'égalité sont

nuls.

e | ®
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On suppose maintenant que cette propriété est vérifiée dans I'état dans lequel
sexécute le tour i de la boucle et on veut montrer qu'elle est encore vérifiée
dans I'état dans lequel s’exécute le tour suivant. Au début du tour i, on a:

(r[O]><2O+...+r[1'—1j|x2i_1.)+cx2i )
=01 x 2%+ .+ n[i-1] x 270 + (o101 x 20 + ...+ pLi-1] x 2171
et donc en ajoutant n[i] x 27 + p[i] x 27 dans les deux membres de

Iégalité on obtient que, au début du tour i de la boucle :

(rr01 x 2%+ o+ r[i-11 x 270 # (n[§T + pLiT + ¢) x 21
=(n[01 x 2%+ ... +n[i1 x 2 + (pLO] + ... + p[i] x2)

Au cours de ce tour de la boucle, on ajoute les trois chiffres n[i1, p[i]
et ¢, et le résultat de cette addition a pour chiffre des unités r[i] et pour
chiffre des deuzaines la nouvelle valeur de c, si bien que, dans I'état
atteint a la fin de ce tour de la boucle :

(r001 x 20+ Lo+ r[i-11 % 2770 # (P[3] + 2 x ) x 2 ‘
=01 x 2%+ .+ n[iT x 2 + (pro] x 20+ ...+ pril x 29

cest-a-dire :

(rr01 x 20+ L.+ r[E] x 20) + ¢ x 211 ,
= (01 x 2%+ .+ nfil x 2 + (pr0] x 20+ ... + pri] x 29

Au début du tour suivant, la variable i a été augmentée de 1, si bien que :

(001 x 20+ .o+ r[i-1] x 270) 4 o x 2 '
=(nr01 x 2%+ .+ n[i-13 x 270 + (p[0] x 20 + ...+ pLi-1] x 2171

La propriété est donc encore vérifiée au début du tour suivant. Elle est
donc vérifiée a chacun des tours de boucles : c’est un invariant de la boucle.

A la fin du dernier tour, i est égal 2 10 et donc :

(rr01 x 2%+ ..+ r[9] x 2%) + c x 210
= (0] x 2%+ ...+ n[9] x 2%) + (pr0] x 20 + ... + p[9] x 2%)
=x+y

On affecte alors la case 10 du tableau r avec la retenue si bien que, quand
I’exécution est terminée :

r0] x 20 + ... + r[10] ><210=x+y

Clest ce qu'il fallait démontrer : le tableau r contient la représentation
binaire du nombre x + .

—&—

18 — Ajouter deux nombres exprimés en base deux
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Quatriéme partie — Algorithmes

ALLERPLUSLON L'autonomie de la notion d'algorithme

Dans ce chapitre, nous avons étudié un programme,
écrit en Java, qui additionne deux nombres écrits en
base deux. Il est possible d'écrire des programmes tres
similaires dans d'autres langages de programmation. La
méthode pour ajouter deux nombres en base deux est
indépendante d'un langage de programmation
particulier : c’est une méthode abstraite qui peut
s'exprimer dans divers langages. Une telle méthode sys-
tématique qui permet de résoudre un probleme
s'appelle un algorithme. Il est important de distinguer
un algorithme, méthode indépendante de tout langage,
d'un programme, qui est l'incarnation d'un algorithme
dans un langage particulier.

AuerpLus LON - Définitions algorithmiques et non algorithmiques

L'apprentissage des mathématiques commence par
I'apprentissage d'algorithmes qui permettent d’effec-
tuer des additions, des soustractions, etc.

Méme au-dela de ces mathématiques élémentaires,
beaucoup de définitions mathématiques sont algorith-
miques. Par exemple, la définition du nombre n-m
comme le nombre obtenu en mettant n cailloux dans un
sac, en en 6tant m et en comptant ceux qui restent est
algorithmique. Mais la définition du nombre n-m
comme le nombre p tel que p + m = n ne l'est pas : con-
trairement a la premiére, cette définition ne dit pas ce
que |'on doit faire pour connaitre le nombre n-m
quand on connait les nombres n et m.

Ai-je bien compris ?

Cette distinction entre les notions d’algorithme et de
programme doit également son importance au fait que
nous ayons utilisé des algorithmes pour faire des addi-
tions dans diverses bases depuis des millénaires, bien
avant que nous ayons pensé a exprimer cet algorithme
dans un langage de programmation. Nous avons méme
utilisé des algorithmes, transmis de génération en géné-
ration par observation et imitation, pour fabriquer des
objets en céramique, tisser des étoffes, nouer des cor-
dages, préparer les aliments, etc. avant I'invention de
I"écriture.

De méme, la définition selon laquelle deux vecteurs non
nuls du plan, donnés par leurs coordonnées (x4 ; y) et
(x;;y,) dans une base, sont colinéaires quand
X1Y2=X2y, est algorithmique, mais pas celle selon
laquelle ces deux vecteurs sont colinéaires s'il existe un
facteur de proportion k tel que xq =k x, et y; =k y,. Si
deux vecteurs sont donnés par leurs coordonnées dans
une base, par exemple (4; 10) et (6; 15), la premiére
définition donne une méthode pour déterminer s'ils
sont colinéaires, puisqu’il suffit de calculer 4 x 15 et
10 x 6 et de vérifier que I'on obtient bien le méme
nombre dans les deux cas, mais pas la seconde, qui
demande de trouver le facteur de proportion, sans indi-
quer de méthode pour le faire.

* En quelles bases I'algorithme de I'addition peut-il étre utilisé ?

* Que veut-on dire lorsqu’on affirme que l'algorithme de I'addition est correct ?

* Qulest-ce qu'un invariant ?




